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Ìåòîäè÷åñêàß ðàçðàáîòêà ïðåäíàçíà÷åíà äëß ñòóäåíòîâ ôèçè-
÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Ðåêîìåíäóåòñß ÷èòàòü [15].
1 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû è ìàòðèöû
1.1 Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
Ïðèìåð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñâîáîä-
íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ. Ïóñòü a  ôèêñèðîâàííûé, à x 
ïðîèçâîëüíûé âåêòîðû èç E . Ðàññìîòðèì îïåðàòîð íà E îïåðàòîð
A(x) = (x, a) a|a|2 . (1)
Ïðîâåðèì ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà A, íàéäåì åãî ßäðî è îáðàç, âû-
ßñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïåðàòîðà.
Èñïîëüçóß àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñêàëßðíîãî ïðîèçâåäåíèß
è ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè, ïîëó÷èì
A(x+ y) = (x+ y, a) a|a|2 = ((x, a) + (y, a))
a
|a|2 =
= (x, a)
a
|a|2 + (y, a)
a
|a|2 = A(x) +A(y);
A(αx) = (αx, a) a|a|2 = α(x, a)
a
|a|2 = αA(x).
Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A ßâëßåòñß ëèíåéíûì.
Íàéäåì ßäðî KerA îïåðàòîðà A. Òàê êàê a 6= 0, òî
A(x) = 0 ⇐⇒ (x, a) = 0 ⇐⇒ x ⊥ a.
Èíûìè ñëîâàìè, KerA ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ, ïåðïåíäèêóëßð-
íûõ ê âåêòîðó a:
KerA = {x ∈ E | x ⊥ a}.
Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé dim KerA = 2.
Íàéäåì ImA. Âåêòîð A(x) êîëëèíåàðåí âåêòîðó a ñ êîýôôè-
öèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè α = (x, a)/|a|2. Òîãäà
ImA = A(E) = {αa | α ∈ R}
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åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîëèíåàðíûõ âåêòîðó a. Î÷åâèäíî, dim ImA =
1.
Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (ïîñòðîéòå ÷åðòåæ è ïðîâåðü-
òå!) ñëåäóåò, ÷òî A åñòü îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðßìóþ
r = ta.
Â çàäà÷àõ 1.11.5 x  ïðîèçâîëüíûé, n, a  ôèêñèðîâàííûå
íåíóëåâûå âåêòîðà èç E . Òðåáóåòñß:
à) ïðîâåðèòü ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà A;
á) íàéòè KerA, imA è îïðåäåëèòü èõ ðàçìåðíîñòü;
â) âûßñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïåðàòîðà A åñëè:
1) A(x) = (x,n)
(a,n)
a, ((a,n) 6= 0);
2) A(x) = x− (x,n) n|n|2 ;
3) A(x) = x− (x,n)
(a,n)
a, ((a,n) 6= 0);
4) A(x) = x− 2(x,n) n|n|2 ;
5) A(x) = 2(a,x) a|a|2 − x.
Â çàäà÷àõ 612 r, x  ïðîèçâîëüíûå, n, a  ôèêñèðîâàííûå
íåíóëåâûå âåêòîðà èç E . Òðåáóåòñß:
à) âûðàçèòü ôîðìóëîé îáðàç âåêòîðà x;
á) íàéòè KerA, dimA è îïðåäåëèòü èõ ðàçìåðíîñòü åñëè A
åñòü:
6) îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðßìóþ [r, a] = 0;
7) ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü (r,n) = 0 ïàðàëëåëüíî âåêòî-
ðó a ((a,n) 6= 0);
8. Îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü (r,n) = 0;
9) ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðßìóþ [r, a] = 0 ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè
(r,n) = 0 ((a,n) 6= 0);
10) îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè (r,n) = 0;
11) îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå â ïðßìîé [r, a] = 0;
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12) îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè (r,n) = 0 ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a
((a,n) 6= 0);
13) îòðàæåíèå â ïðßìîé [r, a] = 0 ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè (r,n) =
0 ((a,n) 6= 0).
1.2 Àðèôìåòè÷åñêèå ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
Ïðèìåð. Ïóñòü x = (x1, x2, x3)T  ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç R3
è îïåðàòîð A : R3 → R3 çàäàí ôîðìóëîé
A(x) = (2x2 + x3, x3, x2 − x3)T .
Ïðîâåðèì îïåðàòîð A íà ëèíåéíîñòü. Ïóñòü y = (y1, y2, y3)T ∈
R3. Òîãäà
x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3)
T ,
A(x+ y) = (2(x2 + y2) + x3 + y3, x3 + y3, (x2 + y2)− (x3 + y3))T =
= (2x2 + x3, x3, x2 − x3)T + (2y2 − y3, y3, y2 − y3)T =
= A(x) +A(y).
Åùå ïðîùå ïðîâåðßåòñß âòîðîå óñëîâèå ëèíåéíîñòè, ò.å. A(αx) =
αA(x).
Íàéäåì KerA. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì
x = (x1, x2, x3) ∈ KerA ⇐⇒ A(x) = (2x2+x3, x3, x2−x3)T = (0, 0, 0)T ⇐⇒
2x2 + x3 = 0,
x3 = 0,
x2 − x3 = 0.
Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû è åñòü KerA:
KerA = {(x1, 0, 0)T |x1 ∈ R}.
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Â êà÷åñòâå áàçèñà â KerA ìîæíî âçßòü âåêòîð (1, 0, 0)T .
Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàíèåì îïåðàòîðà è îïðåäåëåíèåì îáðàçà
îïåðàòîðà
ImA = {(2x2 + x3, x3, x2 − x3)T |x2, x3 ∈ R}.
Ïîëàãàß x2 = 1 è x3 = 0, çàòåì x2 = 0 è x3 = 1, ñîîòâåòñòâåííî
ïîëó÷èì p = (2, 0, 1)T è q = (1, 1,−1)T . Âåêòîðû p, q îáðàçóþò
áàçèñ â ImA.
Îòìåòèì, ÷òî
dimImA+ dimKerA = dimR3.
Ïîñòðîèì ìàòðèöó îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
e1 = (1, 0, 0)
T , e2 = (0, 1, 0)
T , e3 = (0, 0, 1)
T .
Èìååì
A(e1) = (0, 0, 0)T = 0e1 + 0e2 + 0e3,
A(e2) = (2, 0, 1)T = 2e1 + 0e2 + 1e3,
A(e3) = (1, 1,−1)T = 1e1 + 1e2 − 1e3.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ìàòðèöû îïåðàòîðà
A = [A]e =
 0 2 10 0 1
0 1 −1
 .
Ëåãêî ïðîâåðèòü (ïðîâåðüòå!), ÷òî
A(x) = Ax =
 0 2 10 0 1
0 1 −1

 x1x2
x3
 =
 2x2 + x3x3
x2 − x3
 .
Òåïåðü ïîñòðîèì ìàòðèöó A′ íàøåãî îïåðàòîðà â äðóãîì áàçè-
ñå, íàïðèìåð,
e′1 = (1, 0, 0)
T , e′2 = (1, 1, 0)
T , e′3 = (1, 1, 1)
T .
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Äëß ýòîãî íóæíî ðàçëîæèòü âåêòîðûA(e′1),A(e′2),A(e′3) ïî øòðè-
õîâàííîìó(!) áàçèñó. Ðåøàß òðè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïî-
ëó÷èì:
A(e′1) = (0, 0, 0)T = 0e′1 + 0e′2 + 0e′3,
A(e′2) = (2, 0, 1)T = 2e′1 − 1e′2 + 1e′3,
A(e′3) = (2, 1, 0)T = 0e′1 + 2e′2 − 1e′3.
Îòñþäà
A′ = [A]e′ =
 0 2 00 −1 2
0 1 −1
 .
Â çàäà÷àõ 119 òðåáóåòñß
à) ïðîâåðèòü îïåðàòîð A : R3 −→ R3 íà ëèíåéíîñòü;
á) îïðåäåëèòü KerA è áàçèñ â íåì;
â) îïðåäåëèòü ImA è áàçèñ â íåì;
ã) ïîñòðîèòü ìàòðèöû A è A′ îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâåííî
â áàçèñàõ
e1 = (1, 0, 0)
T , e2 = (0, 1, 0)
T , e3 = (0, 0, 1)
T ,
e′1 = (0, 2, 1)
T , e′2 = (1, 1, 0)
T , e′3 = (0, 0, 1)
T ,
åñëè äëß x = (x1, x2, x3)
T ∈ R3:
1. A(x) = (x2, x1, x1 + x3)T ;
2. A(x) = (x1 − x3, x2 − x3, x1)T ;
3. A(x) = (x1, x2, x2 − x1)T ;
4. A(x) = (0, x1, x1 + x2 + x3)T ;
5. A(x) = (x2 + x3, x1 + x3, x1 + x2 + 2x3)T ;
6. A(x) = (x2, 2x2, x2)T ;
7. A(x) = (0, x3, 0)T ;
8. A(x) = (x1, x1, 2x1)T ;
9. A(x) = (x2, 2x1 + x3, 2x1 + x2 + x3)T ;
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10. A(x) = (x3,−x3, 0)T ;
11. A(x) = (x1 − x3, x3 − x1, 0)T ;
12. A(x) = (x3, x1, x3 − x1)T ;
13. A(x) = (x2, x2,−x3)T ;
14. A(x) = (x3, x3 − x1, 2x1 − x3)T ;
15. A(x) = (x1,−2x1, 0)T ;
16. A(x) = (x1 − x3, x1 − x2, x− 2 + x3)T ;
17. A(x) = (0, x3,−3x3)T ;
18. A(x) = (0, x3, x2 − 3x3)T ;
19. A(x) = (x3, x1, 0)T .
Â çàäà÷àõ 2024 îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â R2, ïåðåâîäèò âåê-
òîð ai â âåêòîð bi, (i = 1, 2). Âû÷èñëèòü ìàòðèöó îïåðàòîðà A â
ñòàíäàðòíîì áàçèñå, íàéòè ßäðî è îáðàç îïåðàòîðà, åñëè :
20. a1 = (1,−1)T , a2 = (−1, 2)T , b1 = (2, 0)T , b2 = (−3, 1)T ,
21. a1 = (4,−3)T , a2 = (2, 1)T , b1 = (−2,−2)T , b2 = (4, 4)T ,
22. a1 = (−5, 3)T , a2 = (−3, 1)T , b1 = (4, 15)T , b2 = (0, 1)T ,
23. a1 = (1, 1)T , a2 = (1, 3)T , b1 = (0,
√
2)T , b2 = (−
√
2, 2
√
2)T .
24. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïåðåâîäßùèé âåêòîðû (1, 1, 1)T , (0, 1, 0)T ,
(1, 0, 2)T ñîîòâåòñòâåííî â âåêòîðû (1, 1, 1)T , (0, 1, 0)T , (1, 0, 1)T ,
íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå, íàéòè ßäðî
è îáðàç îïåðàòîðà.
1.3 Àëãåáðàè÷åñêèå ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
Â çàäà÷àõ 111 íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A.
1. A(x) = (x, a)a â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå â îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå (e1, e2, e3) ïðè a = e1 − 2e3 â óêàçàííîì áàçèñå.
2. A(X) =
[
a b
c d
]
X â ïðîñòðàíñòâåM2(R) â áàçèñå èç ìàòðè÷-
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íûõ åäèíèö.
3. A(X) = X
[
a b
c d
]
â ïðîñòðàíñòâå M2(R)2(R) â áàçèñå èç
ìàòðè÷íûõ åäèíèö.
4. A(X) = XT â ïðîñòðàíñòâå M2(R) â áàçèñå èç ìàòðè÷íûõ
åäèíèö.
5. A(X) = AXB (A , B  ôèêñèðîâàííûå ìàòðèöû) â ïðî-
ñòðàíñòâå M2(R) â áàçèñå èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö.
6. A(X) = AX +XB (A , B  ôèêñèðîâàííûå ìàòðèöû ) â
ïðîñòðàíñòâå M2(R) â áàçèñå èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö.
7. A  îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèß â ïðîñòðàíñòâå R[x]n â
áàçèñå
(1, x, . . . , xn).
8. A  îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèß â ïðîñòðàíñòâå R[x]n â
áàçèñå
(xn, xn−1, . . . , 1).
9. A  îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèß â ïðîñòðàíñòâå R[x]n â
áàçèñå (
1, x− 1, (x− 1)
2
2
, . . . ,
(x− 1)n
n!
)
.
10. A  îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèß â ïðîñòðàíñòâå R[x]2 â
áàçèñå
(1 + t, t+ 2t2, 3t2 − 1).
11. A  îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèß â ïðîñòðàíñòâå òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
f(t) = a0 + a1 cos t+ b1 sin t+ · · ·+ an cosnt+ bn sinnt.
12. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè eλtp(t), ãäå λ  ôèêñèðîâàííîå
÷èñëî, p(t)  ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n, îáðàçóþò ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî, à äèôôåðåíöèðîâàíèå ßâëßåòñß ëèíåéíûì îïå-
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ðàòîðîì íà íåì. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó îïåðàòîðà â áàçèñå
tk
k!
eλt
(k = 0, 1, . . . , n).
1.4 Çàìåíà áàçèñà. Àðèôìåòè÷åñêèå ïðèìåðû
Ïðèìåð. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â íåêîòîðîì áàçèñå (e1, e2, e3)
èìååò ìàòðèöó
A =
0 1 01 1 0
0 2 1
 .
Hàéòè ìàòðèöó A′ ýòîãî îïåðàòîðà â áàçèñå
e′1 = e1 + e2 + e3, e
′
2 = e1 + e2, e
′
3 = e1.
Ìàòðèöà
S =
1 1 11 1 0
1 0 0

åñòü ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà (e1, e2, e3) ê áàçèñó (e′1, e
′
2, e
′
3),
ò.ê.
(e′1, e
′
2, e
′
3) = (e1, e2, e3)S.
Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè, èñêîìàß ìàòðèöà A′ åñòü
A′ = S−1AS = · · · =
 3 2 0−1 0 1
−1 −1 −1
 .
Â çàäà÷àõ 113 ëèíåéíûé îïåðàòîð A â áàçèñå (e1, e2, e3) èìå-
åò ìàòðèöó A. Hàéòè åãî ìàòðèöó A′ â áàçèñå (e′1, e
′
2, e
′
3), åñëè:
1.
A =
 1 −18 15−1 −22 20
1 −25 22
 ,
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e′1 = e1 − 2e2 + e3, e′2 = 3e1 − e2 + 2e3, e′3 = 2e1 + e2 + 2e3;
2.
A =
1 −2 57 11 20
3 5 8
 ,
e′1 = 2e1 + 3e2 + e3, e
′
2 = 3e1 + 4e2 + e3, e
′
3 = e1 + 2e2 + 2e3;
3.
A =
1 2 03 0 −1
2 5 3
 ,
e′1 = e1, e
′
2 = e1 + e2 + e3, e
′
3 = e1 + e2;
4.
A =
0 2 12 8 2
1 2 0
 ,
e′1 = 2e1 + 2e2 − e3, e′2 = 2e1 − e2 + 2e3, e′3 = −e1 + 2e2 + 2e3;
5.
A =
 −9 3 71 1 −1
−11 3 9
 ,
e′1 = e1 + e2 + e3, e
′
2 = e1 − e2 + 2e3, e′3 = e1 + e3;
6.
A =
 2 5 1−1 −3 0
−2 −3 −2
 ,
e′1 = e1 + e2 + e3, e
′
2 = e1 − 3e2, e′3 = e2 + 3e3;
7.
A =
 1 −18 15−1 −22 20
1 −25 22
 ,
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e′1 = e1 − 2e2 + e3, e′2 = 3e1 − e2 + 2e3, e′3 = 2e1 + e2 + 2e3;
8.
A =
 2 −1 0−1 2 −1
8 −1 1
 ,
e′1 = 2e1 + 3e2 + e3, e
′
2 = 3e1 + 4e2 + e3, e
′
3 = e1 + 2e2 + 2e3;
9.
A =
1 2 58 7 −3
2 6 3
 ,
e′1 = e1 + e2 + e3, e
′
2 = e1 − 3e3, e′3 = e2 + 3e3;
10.
A =
5 7 112 8 2
4 0 3
 ,
e′1 = 2e1 + 2e2 − e3, e′2 = 2e1 − e2 + 2e3, e′3 = −e1 + 2e2 + 2e3;
11.
A =
 −9 8 11−1 1 1
−14 0 0
 ,
e′1 = e1 + e2 + e3, e
′
2 = e1 − e2 + 2e3, e′3 = e1 + e3;
12.
A =
 2 15 01 3 2
−7 3 5
 ,
e′1 = e1 + e2 + e3, e
′
2 = e1 − 3e2, e′3 = e2 + 3e3;
13.
A =
 2 5 −1−11 −3 2
−1 5 3
 ,
11
e′1 = e1 + e2 + e3, e
′
2 = e1 − 3e2, e′3 = e2 + 3e3.
14. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå R[x]2 èìååò â áà-
çèñå (1, x, x2) ìàòðèöó 0 0 10 1 0
1 0 0
 .
Hàéòè åãî ìàòðèöó â áàçèñå (3x2+2x+1, x2+3x+2, 2x2+x+3).
15. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå R2 èìååò â áà-
çèñå ((1, 2)T , (2, 1)T ) ìàòðèöó
[
1 3
7 1
]
. Hàéòè åãî ìàòðèöó â áàçèñå
((0, 1)T , (7, 2)T ).
1.5 Çàìåíà áàçèñà. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèìåðû
Ïðèìåð. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â òðåõìåðíîì ãåîìåòðè÷åñêîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå E3. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó îïåðàòîðà A â
èñõîäíîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (i, j,k), åñëè A åñòü îðòîãî-
íàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðßìóþ x+ z = 0, y = 0.
Â êà÷åñòâå íàïðàâëßþùåãî âåêòîðà çàäàííîé ïðßìîé âîçüìåì
âåêòîð a = i+k. Î÷åâèäíî,Aa = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåêòîðà b =
j, c = i− k íåêîëëèíåàðíû è, êðîìå òîãî, îðòîãîíàëüíû âåêòîðó
a. Ïðè ýòîì Ab = Ac = 0. Òîãäà â áàçèñå (a,b, c) îïåðàòîð A
èìååò ìàòðèöó
A′ =
1 0 00 0 0
0 0 0
 .
Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà (i, j,k) ê áàçèñó (a,b, c) åñòü
S =
1 0 10 1 0
1 0 −1
 .
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Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå (i, j,k) åñòü
A = SA′S−1 = · · · = 1
2
1 0 10 0 0
1 0 1
 .
Â çàäà÷àõ 119 îïåðàòîð A äåéñòâóåò â òðåõìåðíîì ãåîìåò-
ðè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå E3. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó îïå-
ðàòîðà A â èñõîäíîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, åñëè A åñòü :
1) îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðßìóþ x = y = z;
2) îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðßìóþ y = z = 0;
3) îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü x+ y + z = 0;
4) îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü, íàòßíóòóþ íà
âåêòîðû a = (−1, 1,−1)T è b = (1,−3, 2)T ;
5) ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü x = 0 ïàðàëëåëüíî ïðßìîé
2x = 2y = −z;
6) ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü x = y ïàðàëëåëüíî ïðßìîé
x+ y + z = 0, 2x+ y + 4z = 0;
7) ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðßìóþ −20x = 15y = 12z ïàðàëëåëüíî
ïëîñêîñòè 2x+ 3y − z = 0;
8) ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðßìóþ x− y + z = 0, 2x− 3y + 4z = 0
ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè 2x+ 3y − 4z = 0;
9) îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè x = 0;
10) îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå â ïðßìîé x = 2y = z;
11) îðòîãîíàëüíîå îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè, íàòßíóòîé íà âåêòî-
ðû a = (1, 0,−1)T è b = (1, 1,−2)T ;
12) îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè x = 0 ïàðàëëåëüíî ïðßìîé 2x =
y = −z;
13) îòðàæåíèå â ïðßìîé x = z, x − y + z = 0 ïàðàëëåëüíî
ïëîñêîñòè x+ y = 0;
14) îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè y = 0 ïàðàëëåëüíî ïðßìîé x = y =
−z;
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15) ñæàòèå ñ êîýôôèöèåíòîì λ = 2 ê ïëîñêîñòè x − 2z = 0
ïàðàëëåëüíî ïðßìîé x = y = z;
16) ñæàòèå ñ êîýôôèöèåíòîì λ = 12 ê ïëîñêîñòè x + y = 0
ïàðàëëåëüíî ïðßìîé 2x = y = −z;
17) ñæàòèå ñ êîýôôèöèåíòîì λ = 3 ê ïëîñêîñòè x−2y+5z = 0
ïàðàëëåëüíî ïðßìîé 2x− y − z = 0, 3x+ y − 2z = 0;
18) ñæàòèå ñ êîýôôèöèåíòîì λ = 13 ê ïëîñêîñòè x+ y + z = 0;
19) ñæàòèå ñ êîýôôèöèåíòîì λ = 4 ê ïëîñêîñòè x−2y+3z = 0.
1.6 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß è ñîáñòâåííûå âåêòîðû
Ïðèìåð. Ïóñòü â íåêîòîðîì áàçèñå e îïåðàòîð çàäàí ìàòðèöåé−1 3 −1−3 5 −1
−3 3 1
 .
Ðåøàß óðàâíåíèå |λE−A| = 0, íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 = 1,
λ2,3 = 2 ìàòðèöû A. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû
A, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 2, åñòü ìíîæåñòâî
íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû
(2E − A)ξ = 0.
Áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå åå ðåøåíèé ßâëßåòñß, íàïðèìåð, ïàðà
ξ′2 = (1, 1, 0)
T , ξ′3 = (−1, 0, 3)T .
Òîãäà e′2 = e1 + e2, e
′
3 = −e1 + 3e3  ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 2.
Àíàëîãè÷íî ñòðîèì ñîáñòâåííûé âåêòîð e′1 = e1 + e2 + e3, îò-
âå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 1. Âåêòîð e′1 íå ëåæèò â
ëèíåéíîé îáîëî÷êå L(e′2, e
′
3), òàê êàê îí îòâå÷àåò èíîìó ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ, ÷åì âåêòîðû e′2, e
′
3.
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Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà e¯′ = (e′1, e
′
2, e
′
3)  áàçèñ. Ïðè ýòîì
Ae′1 = e′1, Ae′2 = 2e′2, Ae′3 = 2e′3.
Çíà÷èò ìàòðèöà îïåðàòîðàA â øòðèõîâàííîì áàçèñå äèàãîíàëüíà
A′ =
1 0 00 2 0
0 0 2
 .
Ìàòðèöà S ïåðåõîäà îò èñõîäíîãî áàçèñà ê øòðèõîâàííîìó ñî-
ñòîèò èç êîîðäèíàòíûõ ñòîëáöîâ âåêòîðîâ øòðèõîâàííîãî áàçèñà
â èñõîäíîì. Â íàøåì ïðèìåðå
S =
 1 1 11 1 0
−1 0 3
 .
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî S−1AS = A′. (Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî ðàâíîñèëüíî ëåã÷å ïðîâåðßåìîìó ðàâåíñòâó AS = SA′.)
Âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà A, çàäàííîãî â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöåé.
Âûßñíèòü, äèàãîíàëèçèðóåòñß ëè ìàòðèöà îïåðàòîðà ïóòåì ïå-
ðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà óêà-
çàòü ýòîò áàçèñ, ñîîòâåòñòâóþùèé âèä ìàòðèöû è ïðåîáðàçî-
âàíèå ïîäîáèß.
1.
4 −1 −22 1 −2
1 −1 1
 , 2.
4 1 12 4 1
0 1 4
 , 3.
 2 −5 −3−1 −2 −3
3 15 12
 ,
4.
 4 −4 22 −2 1
−4 4 −2
 , 5.
 2 −1 25 −3 3
−1 0 −2
 , 6.
 0 1 0−4 4 0
−2 1 2
 ,
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7.
4 −5 25 −7 3
6 −9 4
 , 8.
 7 −12 610 −19 10
12 −24 13
 , 9.
 4 −5 71 −4 9
−4 0 5
 ,
10.
−1 3 −1−3 5 −1
−3 3 1
 , 11.
 4 7 −5−4 5 0
1 9 −4
 , 12.
4 2 −56 4 −9
5 3 −7
 ,
13.
 1 −3 3−2 −6 13
−1 −4 8
 , 14.
1 −3 44 −7 8
6 −7 7
 , 15.
1 0 32 1 2
3 0 1
 ,
16.
1 0 00 0 1
0 1 0
 , 17.
 5 −1 −1−1 5 −1
−1 −1 5
 , 18.
−6 2 32 −3 6
3 6 2
 ,
19.
2 6 −151 1 −5
1 2 −6
 , 20.
2 6 −151 1 −5
1 2 −6
 , 21.
−2 1 2−1 0 2
−2 0 3
 ,
22.
 4 −2 22 0 2
−1 1 1
 , 23.
1 −3 44 −7 8
6 −7 7
 , 24.
11 2 −82 2 10
−8 10 5
 ,
25.
17 −8 4−8 17 −4
4 −4 11
 , 26.
0 0 10 1 0
1 0 0
 , 27.
 6 −2 2−2 5 0
2 0 7
 ,
28.
11 2 −82 2 10
−8 10 5
 , 29.
3 2 −34 10 −12
3 6 −7
 , 30.
 1 1 −1−3 −3 3
−2 −2 2
 ,
16
31.
4 −15 61 −4 2
1 −5 3
 , 32.
1 4 20 −3 −2
0 4 3
 , 33.

0 1 0 0
3 0 2 0
0 2 0 3
0 0 1 0
 ,
34.

1 0 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 1
 , 35.

1 2 0 3
−1 −2 0 −3
0 0 2 0
1 2 0 3
 , 36.

3 −1 0 0
0 3 0 0
1 0 3 1
0 1 0 3
 ,
37.

0 −2 3 2
1 1 −1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1
 , 38.

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
 , 39.

3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1
 ,
40.

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1
 , 41.

1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8
 , 42.

3 −1 1 −7
9 −3 −7 −1
0 0 4 −8
0 0 2 −4
 ,
43.

0 1 −1 1
−1 2 −1 1
−1 1 1 0
−1 1 0 1
 , 44.

6 −9 5 4
7 −13 8 7
8 −17 11 8
1 −2 1 3
 .
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2 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ
2.1 Ñàìîñîïðßæåííûå îïåðàòîðû
Â çàäà÷àõ 127 òðåáóåòñß
1)íàéòè ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e′ è ìàòðè-
öó Λ â ýòîì áàçèñå îïåðàòîðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì îðòîíîð-
ìèðîâàííîì áàçèñå e ìàòðèöåé A;
2) óêàçàòü îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó ïåðåõîäà S îò áàçèñà e ê
áàçèñó e′, ïðîâåðèòü åå îðòîãîíàëüíîñòü;
3) cäåëàòü ïðîâåðêó S−1AS = Λ è îáúßñíèòü îïåðàòîðíûé è
ìàòðè÷íûé ñìûñë ýòîé ôîðìóëû;
4) çàïèñàòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèß êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè çà-
ìåíå áàçèñà. Íàéòè â áàçèñå e′ êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö âåêòîðà,
èìåþùåãî â áàçèñå e êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö (1, 2,−1)T .
Ïðèìåð.
A =

9 0 0 0
0 5 4 −2
0 4 5 2
0 −2 2 8
 .
Ðåøåíèå. Ðåøàß óðàâíåíèå |λE−A| = 0, íàéäåì ñîáñòâåííûå
÷èñëà ìàòðèöû A:
λ1,2,3 = 9, λ4 = 0.
1. Ïðè λ = 9 ðåøèì îòíîñèòåëüíî ñòîëáöà ξ ñèñòåìó [λE −
A]ξ = 0. Ïðèìåíßß ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê áàçèñó ïðîñòðàí-
ñòâà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ êîîðäèíàòíûõ
ñòîëáöîâ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 9. Íàïðèìåð :
[e′1]e =
1
3
(3, 0, 0, 0)T , [e′2]e =
1
3
(0, 1, 2, 2)T , [e′3]e =
1
3
(0, 2, 1,−2)T .
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Äëß λ = 0 ëåãêî íàõîäèòñß êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö íîðìèðîâàííî-
ãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà
[e′4]e =
1
3
(0, 2,−2, 1)T .
íûìè ñëîâàìè
e′4 =
2
3
e2 − 2
3
e3 +
1
3
e4.
Âåêòîð e′4 àâòîìàòè÷åñêè îðòîãîíàëåí âåêòîðàì e
′
1, e
′
2, e
′
3, òàê êàê
îí îòâå÷àåò äðóãîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Òàêèì îáðàçîì, ñè-
ñòåìà e′ = (e′1, e
′
2, e
′
3, e
′
4) åñòü èñêîìûé ñîáñòâåííûé îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ îïåðàòîðà A. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ýòîì áàçèñå
èìååò âèä
Λ =

9 0 0 0
0 9 0 0
0 0 9 0
0 0 0 0
 .
2. Èñêîìóþ îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó Q ñîñòàâèì èç êîîðäèíàò-
íûõ ñòîëáöîâ âåêòîðîâ e′1, e
′
2, e
′
3, e
′
4 â èñõîäíîì áàçèñå:
Q =
1
3

3 0 0 0
0 1 2 2
0 2 1 −2
0 2 −2 1
 .
Ìàòðèöà Q îðòîãîíàëüíà, ò.å. QQT = E.
3. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
Q−1AQ = QTAQ = Λ.
Ìàòðèöà Q åñòü ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e′ ê áàçèñó e′, ò.å.
e′ = eQ. Ðàâåíñòâî Q−1AQ = QTAQ = Λ äàåò îðòîãîíàëüíîå
ïðèâåäåíèå ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ê äèàãîíàëüíîé.
4. Ïðè çàìåíå áàçèñà e′ = eQ êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö âåêòîðà
ïðåîáðàçóåòñß ïî çàêîíó ξ = Qξ′ èëè ξ′ = Q−1ξ.
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1.
11 2 −82 2 10
−8 10 5
 , 2.
17 −8 4−8 17 −4
4 −4 11
 , 3.
 5 −1 −1−1 5 −1
−1 −1 5
 ,
4.
0 0 10 1 0
1 0 0
 , 5.
1 1 11 1 −1
1 −1 −1
 , 6.
 3 −2 2−2 4 0
2 0 2
 ,
7.
2 1 01 3 −1
0 −1 2
 , 8.
3 2 22 3 2
2 2 3
 , 9.
 1 −4 −1−4 16 4
−1 4 1
 ,
10.
 3 −4 0−4 1 4
0 4 −1
 , 11.
0 1 01 0 1
0 1 0
 , 12.
 1 −1
√
2
−1 1 √2√
2
√
2 0

13.

1 2 1 1
2 1 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2
 , 14.

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
 , 15.

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 5
 ,
16.

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
 , 17.
11 2 −82 2 10
−8 10 5
 , 18.
17 −8 4−8 17 −4
4 −4 11
 ,
19.
 5 −1 −1−1 5 −1
−1 −1 5
 , 20.
2 1 01 3 −1
0 −1 2
 , 21.

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
 ,
22.

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1
 , 23.
 6 −2 2−2 5 0
2 0 7
 , 24.
1 2 22 1 2
2 2 1

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25.
11 8 28 5 −10
2 −10 2
 , 26
 1 −3 −1−3 1 1
−1 1 5
 , 27.
1 −4 11 1 −1
1 −1 −1
 .
2.2 Îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû
Ïðèìåð. Hàéòè êàíîíè÷åñêèé áàçèñ è ìàòðèöó â ýòîì áàçèñå
îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå e¯′ = (e1, e2, e3) ìàòðèöåé
A =
0 0 11 0 0
0 1 0
 .
Ðåøåíèå. Òàê êàê AAT = E, òî îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé
A, äåéñòâèòåëüíî îðòîãîíàëåí.
Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà |λE − A|:
λ1 = 1, λ2,3 =
1
2
± i
√
3
2
.
Hàéäåì íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ñîá-
ñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = 1. Äëß ýòîãî ðåøèì ñèñòåìó (A− E)ξ = 0.
Åå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå a = (1, 1, 1)T . Òîãäà
e′1 =
1√
3
(e1 + e2 + e3)
åñòü èñêîìûé âåêòîð.
Òåïåðü îáðàòèìñß ê ïàðå êîìïëåêñíî ñîïðßæåííûõ êîðíåé
λ2,3 = α ± iβ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ ýòîé ïàðå îòâå÷àåò äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Hàéäåì åãî. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìß ñïîñîáàìè.
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1-é ñïîñîá. Åñëè λ1,2 = α+ iβ  ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðßæåííûõ
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, òî ñèñòåìà (A−λE)ξ =
0 èìååò íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ðåøåíèå ξ = η + iζ. Ïðè ýòîì[
A = αη − βζ
A = βη + αζ
]}
.
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû b, c òàêèå, ÷òî η = [b]e¯, ζ = [c]e¯, ïî-
ðîæäàþò èñêîìîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Â íàøåì ïðèìåðå ñèñòåìà (A − λ3E)ξ = 0 ïðè λ3 = 1
2
− i
√
3
2
èìååò ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå−1 + i
√
3
2
−1 + i√3
 =
−12
−1
+ i

√
3
0√
3
 .
Îòñþäà
η = (−1, 2,−1)T , ζ = (√3, 0,√3),
a = −e1 + 2e2 − e3, b =
√
3e1 +
√
3e3.
Íîðìèðóåì âåêòîðû b, a è îáîçíà÷èì
e′2 =
a
|a| =
1√
6
(−e1 + 2e2 − e3), e′3 =
b
|b| =
√
3
6
(e1 + e3).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé áàçèñ e¯′ = (e′1, e
′
2, e
′
3) àâòîìàòè÷å-
ñêè ïîëó÷èëñß îðòîãîíàëüíûì. (Íîðìèðîâêó ìû ïðîèçâåëè ñàìè.)
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â áàçèñå e¯′ îïåðàòîð èìååò ìàòðèöó
A′ =

1 0 0
0
1
2
√
3
2
0 −
√
3
2
1
2
 .
Îòìåòèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïåðàòîðà A : ïîâîðîò âîêðóã
îñè âåêòîðà e′1 íà óãîë ϕ = pi/3.
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2-é ñïîñîá. ( Ýòîò ñïîñîá ãîäèòñß òîëüêî äëß n = 3. ) Èç òåîðèè
èçâåñòíî, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê èíâàðèàíòíîìó ïîä-
ïðîñòðàíñòâó îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ñàìî ßâëßåòñß èíâàðè-
àíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì V = L(e′1). Òîãäà V
⊥ 
èñêîìîå ïîäïðîñòðàíñòâî :
V ⊥ = {x | (e′1,x = 0)}.
Òàêèì îáðàçîì, V ⊥ â êîîðäèíàòàõ ñòàðîãî áàçèñà e¯ îïðåäåëèòñß
èç ñèñòåìû
ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0.
Ôóíäàìåíòàëüíàß ñèñòåìà ðåøåíèé äëß íåå :
a = (1, 0,−1)T , b = (0, 1,−1)T .
Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå {a,b} ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè :
b′ := b+ αa, (a,b′) = (a,b+ αa) = (a,b) + α(a, a) = 0,
α = −(a,b)
(a, a)
=
1 · 0 + 0 · 1 + (−1) · (−1)
1 · 1 + 0 · 0 + (−1) · (−1) = −
1
2
,
b′ = b− 1
2
a = (0, 1,−1)T − 1
2
(1, 0,−1)T = (−1
2
, 1,−1
2
)T .
Ïðîíîðìèðóåì a è b è îáîçíà÷èì
a′′ =
a
|a| =
1√
2
(1, 0,−1)T ,
b′′ =
b′
|b| =
√
2√
3
(−1
2
, 1,−1
2
)T =
1√
6
(−1, 2,−1)T .
Ñòîëáöû a′′, b′′ åñòü êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû â áàçèñå e¯′ âåêòîðîâ
èñêîìîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â V ⊥, ò.å.
e′2 :=
1√
2
(e1 − e3), e′3 :=
1√
6
(−e1 + 2e2 − e3).
Håòðóäíî ïîäñ÷èòàòü
Ae′2 =
1
2
e′2 −
√
3
2
e′3,
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Ae′3 =
√
3
2
e′2 +
1
2
e′3.
Îòñþäà âíîâü ïîëó÷àåì çíàêîìóþ ìàòðèöó
A′ = [A]e¯′.
Â çàäà÷àõ 117 òðåáóåòñß íàéòè êàíîíè÷åñêèé áàçèñ è ìàòðèöó
â ýòîì áàçèñå îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé :
1.
1
3
 2 2 −12 −1 2
−1 2 2
 ; 2. 1
2
 1 1 −
√
2
1 1
√
2√
2 −√2 0
 ; 3. 1
3
 2 −1 22 2 −1
−1 2 2
;
4.
1
4
 3 1 −
√
6
1 3
√
6√
6 −√6 2
 ; 5. 1
2
 1 −
√
2 −1
1
√
2 −1√
2 0
√
2
 ; 6. 1
3
 2 2 −1−1 2 2
2 −1 2
 ;
7.
1
9
 1 −8 44 4 7
−8 1 4
 ; 8. 1
7
 3 −2 66 3 −2
−2 6 3
 ; 9. 1
3
1 2 22 1 −2
2 −2 1
 ;
10.
1
3
 2 1 21 2 −2
−2 2 1
 ; 11. 1
4
 1 3
√
6
3 1 −√6
−√6 √6 −2
 ;
12.
1
2

√
2 1 1
−√2 1 1
0
√
2 −√2
 ; 13.

1√
2
0
−1√
2
1
3
√
2
4
3
√
2
1
3
√
2
2
3
−1
3
2
3
 ;
14.

3
4
1
4
√
6
4
1
4
3
4
−√6
4
−√6
4
√
6
4
1
2
 ; 15.

√
2
2
0
−√2
2√
2
6
2
√
2
3
√
2
6
2
3
−1
3
2
3
 ;
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16.
1
2

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1
 ; 17. 12

1 1 1 1
1 1 −1 −1
−1 1 −1 1
−1 1 1 −1
 .
2.3 Ïîëßðíîå ðàçëîæåíèå
Ïðèìåð. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèß îðòîãîíàëüíîãî
îïåðàòîðà Q è ïîëîæèòåëüíîãî ñàìîñîïðßæåííîãî îïåðàòîðà L
îïåðàòîð A, çàäàííûé â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e¯
ìàòðèöåé
A =
[
−5 −2
−5 2
]
.
Ðåøåíèå. Ìàòðèöà ñîïðßæåííîãî îïåðàòîðà A∗ åñòü
[A∗]e¯ = AT =
[
−5 −5
−2 2
]
.
Òîãäà
[A∗A]e¯ = ATA =
[
50 0
0 8
]
.
Ïóñòü L  îïåðàòîð, èìåþùèé ìàòðèöó
L = [L]e¯ =
[√
50 0
0
√
8
]
.
Òîãäà
L2 = ATA, L2 = A∗A.
Ïîëó÷èì Q = AL−1. Òîãäà
Q = [Q]e¯ = [AL−1]e¯ = AL−1 = · · · = 1√
2
[
−1 −1
−1 1
]
.
Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî QQT = E è A = QL. Òîãäà A = QL 
èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå.
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Â çàäà÷àõ 123 òðåáóåòñß ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèß
îðòîãîíàëüíîãî è ïîëîæèòåëüíîãî ñàìîñîïðßæåííîãî îïåðàòî-
ðîâ îïåðàòîð, çàäàííûé â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå
ìàòðèöåé:
1.
[
2 2
−1 1
]
; 2.
[
1 1
−4 4
]
; 3.
[
1 −2
−2 1
]
; 4.
[
−4 −2
−1 2
]
;
5.
[
−2 1
−1 2
]
; 6.
[
3 −1
1 3
]
; 7.
[
1 −2
−4 −2
]
; 8.
[
−1 −1
3 −3
]
;
9.
[
2 −2
−1 −1
]
; 10.
[
2 2
−3 3
]
; 11.
[
3 −3
1 1
]
; 12.
[
2 1
2 −4
]
;
13.
[
−1 −2
3 4
]
; 14.
[
−1 1
2 2
]
; 15.
[
1 4
−2 4
]
; 16.
[
−6 1
−1 6
]
;
17.
[
−6 3
2 6
]
; 18.
[
1 0
1 1
]
; 19.
[
1 1
1 0
]
; 20.
[
0 1
1 1
]
;
21.
1 1 10 1 1
0 0 1
 ; 22.
1 1 00 1 1
0 0 1
 ; 23.
 4 −2 24 4 −1
−2 4 2
 .
2.4 Òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è
1. Ïóñòü L1 è L2  ïîäïðîñòðàíñòâà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
L. Âåðíî ëè, ÷òî äëß ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A:
à) A(L) = A(L1) +A(L2);
á) A(L1 ∪ L2) = A(L1) ∪ A(L2)?
2. Ïîêàçàòü, ÷òî ßäðî è îáðàç îïåðàòîðà ßâëßþòñß ëèíåéíûìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè.
3. Ïóñòü A  ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå L, V  ïîä-
ïðîñòðàíñòâî L. Äîêàçàòü, ÷òî
à) îáðàç A(V ) è ïîëíûé ïðîîáðàç A−1(V ) ßâëßþòñß ïîäïðî-
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ñòðàíñòâàìè â L;
á) åñëè îïåðàòîð A íåâûðîæäåííûé è L êîíå÷íîìåðíî, òî
dimA(V ) = dimA−1(V ) = dimV.
4. Ïóñòü A  ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå L, V  ïîä-
ïðîñòðàíñòâî L è V ∩ KerA = 0. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàß ëèíåéíî
íåçàâèñèìàß ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V îïåðàòîðîì A ïåðåâîäèòñß â
ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó.
5. Ïóñòü A è B  ëèíåéíûå îïåðàòîðû íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà, õîòß áû îäíî èç êîòîðûõ íåâûðîæäåíî.
1) Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû AB è BA ïîäîáíû.
2) Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ìàòðè÷íûé âàðèàíò ýòîãî óòâåð-
æäåíèß.
6. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ñ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ßâëßåòñß ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðà-
òîðà f(A) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì f(λ), ãäå f(t)  ìíîãî÷ëåí.
7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A è B  êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäèíàêî-
âîãî ïîðßäêà, òî ìàòðèöû AB è BA èìåþò ñîâïàäàþùèå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.
8. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ìàòðèöû ATA, ãäå A 
ìàòðèöà-ñòðîêà (a1, . . . , an).
9. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ íå áîëü-
øå êðàòíîñòè λ êàê êîðíß õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïå-
ðàòîðà A.
10. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïå-
ðàòîðà A, îòíîñßùèõñß ê äàííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0, åñ-
ëè åãî ïîïîëíèòü íóëåâûì âåêòîðîì, ßâëßåòñß ïîäïðîñòðàíñòâîì.
Îíî íàçûâàåòñß ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A,
ñîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0.
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11. Ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà A,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0, íàçûâàåòñß ãåîìåò-
ðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèß λ0. Ïîêàçàòü, ÷òî
ãåîìåòðè÷åñêàß êðàòíîñòü λ0 ðàâíà ðàçìåðíîñòè ßäðà îïåðàòîðà
A− λ0E .
12. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòî-
ðà A ßâëßåòñß ïðßìîé ñóììîé.
13. Äîêàçàòü, ÷òî
à) ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A èíâàðèàíòíû îòíîñè-
òåëüíî A;
á) âñßêîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå îáðàç îïåðàòîðà A, èí-
âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A;
â) åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíîA, òî åãî
îáðàç è ïîëíûé ïðîîáðàç èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî A;
ã) åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîðA íåâûðîæäåííûé, òî âñßêîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî A, èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî A−1.
14. Äîêàçàòü, ÷òî â n-ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå âñß-
êèé ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàç-
ìåðíîñòè n− 1.
15. Ïóñòü x, y  ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà,
îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèßì, à ÷èñëà α è β
îòëè÷íû îò íóëß. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð αx + βy íå ßâëßåòñß ñîá-
ñòâåííûì.
16. Äîêàçàòü, ÷òî íåíóëåâîé ëèíåéíûé îïåðàòîð, äëß êîòîðîãî
âñå íåíóëåâûå âåêòîðû ñîáñòâåííûå, ßâëßåòñß ãîìîòåòèåé.
17. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì
áàçèñå äèàãîíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå âåêòîðû áàçèñà
ñîáñòâåííûå.
18.Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðî-
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ñòðàíñòâà, èìåþùèé n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, äèàãî-
íàëèçèðóåì. Âåðíî ëè îáðàòíîå?
19. Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß äèàãîíàëèçè-
ðóåìîñòè îïåðàòîðà ìàòðèöà êîòîðîãî â íåêîòîðîì áàçèñå èìååò
âèä ATA, ãäå A  ìàòðèöà-ñòðîêà (a1, . . . , an).
20. Ïðèâåñòè ïðèìåð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà Rn,
äëß êîòîðîãî Rn 6= ImA+KerA.
21. Äîêàçàòü, ÷òî äëß íåâûðîæäåííîñòè îïåðàòîðà íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí íå èìåë ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèß íóëü.
22. Ïîêàçàòü, ÷òî: à) ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà, îòíîñß-
ùèåñß ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ íóëü, è òîëüêî îíè, ëåæàò â ßäðå
ýòîãî îïåðàòîðà; á) ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòíîñßùèåñß ê íåíóëå-
âûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèßì, ëåæàò â îáðàçå îïåðàòîðà.
23. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð A íåâûðîæäåí, òî A è A−1
èìåþò îäíè è òå æå ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Íàéòè ñâßçü ìåæäó
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèßìè ýòèõ îïåðàòîðîâ.
24. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óìíîæåíèè îïåðàòîðà íà íåíóëåâîå ÷èñ-
ëî ñîáñòâåííûå âåêòîðû íå ìåíßþòñß, à ñîáñòâåííûå ÷èñëà óìíî-
æàþòñß íà ýòî æå ÷èñëî.
25. Ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A−λ0E ïðè ëþáîì ÷èñëå λ0 èìååò
òå æå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ÷òî è îïåðàòîð A. Íàéòè ñâßçü ìåæäó
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèßìè ýòèõ îïåðàòîðîâ.
26. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x  ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A,
îòíîñßùèéñß ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, òî x áóäåò ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì è äëß îïåðàòîðà:
à) A2; á) Ak ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k;
â) f(A), ãäå f(t)  ëþáîé ìíîãî÷ëåí. Íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß ýòèõ îïåðàòîðîâ.
27. Âåðíî ëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè x  ñîáñòâåííûé
âåêòîð äëß íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f(A) îò îïåðàòîðà A, òî x ßâ-
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ëßåòñß ñîáñòâåííûì âåêòîðîì è äëß ñàìîãî îïðåðàòîðà A.
28. Äîêàçàòü, ÷òî íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð íå èìååò îòëè÷íûõ
îò íóëß ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
29. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïå-
ðàòîðà A òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà: Ax = [x, a], ãäå a
 ôèêñèðîâàííûé âåêòîð.
30. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâà-
íèß íà ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì f1(t) = cos t, f2(t) = sin t.
31. Äîêàçàòü, ÷òî âñå îòëè÷íûå îò íóëß âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà
òîãäà è òîëüêî òîãäà ßâëßþòñß ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòî-
ðà A, êîãäà A  ñêàëßðíûé îïåðàòîð.
32. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð A2 èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå λ2, òî îäíî èç ÷èñåë λ −λ ßâëßåòñß ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà A. (Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü A2 − λ2E2).
33. Äîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû f(λ) ìàò-
ðèöû A è g(λ) ìàòðèöû A− λ0E ñâßçàíû ñîîòíîøåíèåì
g(λ) = f(λ+ λ0.)
34.Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðàAx = [x, a],
ãäå a  ôèêñèðîâàííûé âåêòîð.
35. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé:
xn+1 =
2
3
xn +
1
3
xn − 1 (n = 1, 2 . . .); x0 = a, x1 = b.
Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõëäèòñß, è íàéòè åå ïðåäåë.
36. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè âèäà y = etp(t), ãäå p(t)  ìíî-
ãî÷ëåí íå âûøå âòîðîé ñòåïåíè, îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
L. Óáåäèòüñß â òîì, ÷òî A  ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà L,
è ðåøèòü äëß A çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß è ñîáñòâåííûå
âåêòîðû:
1) A(y) = y′′ − 2y′ + y, ò.å. A = D2 − 2D + E ;
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2) A = D3 − 2D2;
3) A = D3 − 3D2 + 3D + E .
37. Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ìàòðèö A
è AT ñîâïàäàþò.
38. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñàìîñîïðßæåííûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ßâëßåòñß ñàìîñîïðßæåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
ïåðåñòàíîâî÷íû.
39. Äîêàçàòü, ÷òî äâà ñàìîñîïðßæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèß ïåðå-
ñòàíîâî÷íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìåþò îáùèé îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
40. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âûáðàí áàçèñ ñ ìàòðèöåé Ãðàì-
ìà Γ. Íàéòè óñëîâèå íà ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà , íåîõîäè-
ìîå è äîñòàòî÷íîå äëß òîãî, ÷òîáû ýòîò îïåðàòîð áûë
à) îðòîãîíàëüíûì;
á) ñàìîñîïðßæåííûì.
41. Îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëßðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïåðåâîäèò ñòîëáöû ìàò-
ðèöû A â ñòîëáöû ìàòðèöû B. Êàê ñâßçàíû ìàòðèöû A è B?
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